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Introduction

m Dans la pratique : Systeme réel souvent compliqué.
m Le remplacer par un systéeme idéal plus simple.
m Apparition du probleme de stabilité.

m Exemple :

» Modéle G/G/1 trés difficile a analyser (simples résultats analytiques
obtenus pour des cas spéciaux).

» Pour G/G/1, les formules exactes pour déterminer les mesures de
performance sont inconnues.

» Sion suppose que G/G/1 est proche de M/G/1, on peut utiliser les
formules de M/G/1 pour approcher les caractéristiques de G/G/1.
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Systeme stable :

» Petite perturbation de parameétres = petite perturbation de
caractéristiques.

» Ecart entre les caractéristiques en fonction de I'écart entre les
parametres.

Méthode de stabilité forte [Aissani-Kartashov 1983, Kartashov 1996]

m Applicable a tout modele de recherche opérationnelle représenté par
une chaine de Markov homogene .

m Analyse qualitative et quantitative.
m Petite perturbation des parameétres par rapport a une certaine norme.

m Inégalités de stabilité avec calcul exact de constantes.
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m Applicabilité aux SFA prouvée des 1982 [Aissani 1982].
El Perturbation de différents parameétres :

e Flot des arrivées [Aissani-Kartashov 1984].
e Structure du systeme [Aissani 1992, Mecheri 2005].

e Intensité de service [Aissani 1990].
K Différentes classes de systéemes de files d’attente :

e Systémes non fiables [Abbas-Aissani (2007, 2010)].

e Systémes prioritaires [Bouallouche-Aissani 2008, Hamadouche-Aissani 2011].
e Systémes avec rappels [Berdjoudj-Aissani (2004, 2005)].

e Systémes avec vacances [Rahmoune-Aissani 2008].

e Modeéles de stock [Mouhoubi-Aissani 2007, Rabta-Aissani (2004, 2005)].

e Modeéles de risque [Benouaret-Aissani 2010].

e Réseaux de files d’attente [Lekadir-Aissani (2008, 2011)].
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Introduction

Objet :

m Prouver I'applicabilité de la méthode de stabilité forte a I'étude de
systemes de files d’attente classiques lorsqu’une loi est générale et
inconnue [Bareche-Aissani (2007, 2008, 2011)].

m Méthodes d’estimation non paramétrique pour estimer la fonction
densité inconnue de la distribution considérée [Rosenblatt 1956, Parzen
1962, Schuster 1985, Chen 2000, Bouezmarni-Scaillet 2005].

m Dans la pratique, la plupart des lois dans les systémes d’attente sont
définies sur un support borné (a gauche), d’ou I'intérét de correction des
effets de bord [Schuster 1985, Chen 2000, Bouezmerni-Scaillet 2005].
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Concept de stabilité forte

Une chaine de Markov X, d’opérateur de transition P et de mesure
invariante =, est dite fortement stable par rapport a la norme ||. ||,

Hwn::/¥vanw«mx (1)

Si et chaque noyau stochastique Q dans
admet une mesure invariante unique

lu— =il — 0 quand [|Q — Pl — 0 @)
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oe

Concept de stabilité forte

Critere de stabilité forte

Théoréme (

Une chaine de Markov X, d'opérateur de transition P et de mesure
invariante w, est fortement v-stable, si et seulement si il existe une mesure «
et une fonction mesurable non négative h sur E :

[Pllo < oo

B 7h>0,all=1,ah>0;
BT7T=P—-—hoa>0;

A3Im>letp<l: T"v(z) < pu(x),Vz € E.

Si de plus, ona:
e =mllo <A o cllnlle A=p—cllAlls)7, ©)

ouc=m |PI[F" @+ lInllv), lI7llo < (av)(1 = p)~* (wh)m [|P]|7*~".
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Perturbation du flot des arrivées

Approximation du systeme G/G/1 par le systeme M/G/1

a] Description des modeéles G/G/1 et M/G/1

m Soit a approximer le modéle réel G/G/1 par le modéle idéal M/G/1.

e Méme loi de service générale dans les systemes G/G/1 et M/G/1.
e Loi des inter-arrivées générale dans le systeme G/G/1.
e Loides inter-arrivées dans le systéme M/G/1.
m La proximité des deux systémes est caractérisée par :
w* =w*(G, E\) = /go*(t)|G — E\|(dt), (4)

ou ¢ est une fonction poids.
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Perturbation du flot des arrivées

Approximation du systeme G/G/1 par le systeme M /G/1

b] Estimation de la stabilité forte

Théoréme (

Si )\E(f)<1 Ja>0: E(e™) = [e*dH (u) < oo, (dans M/G/1),
etsi = [ " (t)Ex(dt) < oco. A/ors V 8:1< B < Bo, X, estfortement

v—stab/e pour :v(n,t) = " [exp(—at) + ¢ o*(t)], o,

Bo =sup(B: H*(A=AB) < B), =522 p=TOOP <1 Sjde plus,

Er = ||r —7|lv < 2[(1+ B)w" + crwo]ecoca(1 + ), (5)
OU, CEJ S co : C;) =1 4L (17>\7n)2((51*1p))(22fﬂ)E*7 T, = E(f),

o1 =G (1+7\8) 52 W,cQ U=2mE=C=p) G* = [ o (t)G(dt).
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Méthode du noyau

X1, ..., X, échantillon issu d’'une v.a X de fonction densité inconnue f et de
distribution F'.

Lestimateur a noyau [Rosenblatt 1956, Parzen 1962] est donné par :

ful@) = == > K(ET), ©)

=il

ou K est appelé noyau et h,, parameétre de lissage.
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Méthode du noyau

Choix du paramétre de lissage

Etape critique en pratique. Probléme largement étudié (synthéses
[Jones-Marron-Sheather 1996, Loader 1998], monographie [Silverman
1986]).

Deux classes de méthodes :

1) Méthodes de premiere génération (méthodes classiques)

- Least squares cross-validation [Rudemo 1982, Bowman
1984].
- Validation croisée biaisée [Scott-Terrell 1987].

2) Méthodes de deuxiéme génération (méthodes plug-in)

- Rules of thumb [Silverman 1986].
- Méthode de Sheather et Jones [Sheather-Jones 1991].
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Effets de bord

m Densité définie sur R [Rosenblatt 1956, Parzen 1962, Epanechnikov
1969, Bowman 1984, Loader 1998].

m Densité définie sur un support borné. Présence des effets de bord
[Schuster 1985, Chen 2000, Scaillet 2001, Bouezmerni-Scaillet 2005].

1) Symeétrisation ou “image miroir” [Schuster 1985]
m Créer 'image miroir des données de I'autre c6té du bord.

m Appliquer I'estimateur a noyau pour 'ensemble des données et leur
réflexion.

@) = g SR+ K20 )
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Effets de bord

Autre idée : Usage de noyaux flexibles [Bouezmarni-Scaillet 2005].

2) Estimateur a noyau asymétrique

folw) = = 3" K@, b)(X0), ®
ou b est le paramétre de lissage ;tzlle noyau asymétrique K peut étre :
K (3 +1,b)(t) = % 9)
3) Histogramme lissé
+o0
fe(@) =k wirpri(@), (10)
ol k est le paramétre de lissage, c:i = Fo((L) — Fa(3),
et pri(.) peut étre :
prie) = ek B oy (11)
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Application

m Approximation d’un systeme réel (G/G/1) par un systeme idéal
(M/G/1), par méthode de stabilité forte.

B Loi générale G des arrivées dans le systeme G/G/1 de densité
inconnue g(x).

m Méthodes d’estimation non paramétrique :

e Méthode du noyau.

e Techniques de correction des effets de bord.
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Démarche générale a suivre

1) Usage d’'une densité théorique g(x) pour la loi générale G des
inter-arrivées.

2) Usage des différents estimateurs non-paramétriques de g(z).
3) Vérification, dans chaque cas, des conditions de stabilité forte.
4) Calcul de la distance de variation appropriée.

5) Calcul de I'erreur minimale appropriée sur les distributions stationnaires.
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Simulation - Application numérique

Moyens utilisés

m On prend :
El Taille de I'échantillon

HE Nombre de simulations
m Programmation sous

m Pour les estimateurs de Parzen-Rosenblatt et de Schuster, on choisit le
noyau d’Epanechnikov [Epanechnikov 1969] donné par :

_ [ 07501 —y?), sifyl <1
K(y) = { 0, sinon. 2
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Simulation - Application numérique

Moyens utilisés

m Choix des parameétres de lissage b et & :

Minimisation de la distance 1L, [Bouezmarni-Scaillet 2005].

m Choix du parametre de lissage %, :

Minimisation de "least squares cross-validation” [Bowman 1984].

LSCV (hn) = /fn(w)zda: = %thm—i(Xi), (13)
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Simulation - Application numérique

Approximation du systeme G/G/1 par le systeme M/G/1

m Méme loi de service de Cox2 dans les systémes G/G/1 et M/G/1.
m Loi des inter-arrivées £, dans le systeme M/G/1.
m Loi des inter-arrivées générale G (Gamma) dans le systeme G/G/1, de

fonction densité :
g(z) =T(0.7,2)(x).

Parameétres de la loi Cox2 :
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Résultats

Application
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Introduction Stabilité forte de M /G /1

Simulation - Application numérique

Résultats

TAB. 2 : Mesures wo, w* et Er avec différents estimateurs

0.0114 | 0.0102 | 0.0105

Distance de variation wg | 0.0096 | 0.1287
Distance de variation w* | 0.0183 | 0.2536 | 0.0311 | 0.0206 | 0.0224
Er 0.0356 0.0452 | 0.0378 | 0.0377
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Estimation non paramétrique de la PDF Application

Introduction Stabilité forte de M

Conclusion

Objectif principal :
» Apporter les méthodologies permettant de résoudre certaines difficultés
rencontrées lors de I'étude de la stabilité forte de SFA classiques.
» Cela devient possible en combinant certains aspects statistiques au principe
de la stabilité forte.

B Intérét des résultats :
Intérét des méthodes d’estimation non paramétrique et des techniques

de correction des effets de bord lors de I'analyse approximative des SFA
classiques par la méthode de stabilité forte pour :

< Déterminer l'erreur d’approximation des distributions stationnaires entre
deux SFA.

<« Substituer les caractéristiques d’un systéme réel complexe par un autre
systeme idéal simple.

Dr. Aicha BARECHE
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Perspectives
YK

v
- Exemple de modélisation des demandes des assurés.
- Distribution de perte : la distribution de probabilité de paiement a I'assuré.
- C’est une variable positive (souvent une distribution a queue lourde).
- D’ou la présence du probléme du biais au bord.
- Estimateur asymétrique a noyau Beta (sous ses différentes versions).
- Distribution de Champernowne.

v

- Modéliser des systemes physiques complexes.

- Une file d’attente simple n’est pas suffisante.

- Faire appel a des réseaux de files d’attente.

- Peu d’entre eux possédent une solution analytique simple.

- Difficulté d’étudier les propriétés des flux inter-stations.

- Seuls résultats exacts connus sont ceux des réseaux en forme produit.
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Perspectives

LY
v
- Norme L, plus utilisée au choix de la fenétre ; Norme LL; a ses intéréts.
- Bootstrap peut s’adapter au critére : mean integrated square error MISE.
- Bootstrap peut s’appliquer pour déterminer la distance de variation w :
w=w(G,Ey) = [|G - Ex|(dt) = [ |gn — ex|(t)dt.
v

- Bonne alternative a la méthode populaire du noyau.
- Quand le support de densité est contenu dans un intervalle compact de R.
- Systémes orthonormaux convenables disponibles (base trigonométrique).
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Perspectives

m Méthode des séries exponentielles (développement en séries de ).

m Approche pour la recherche et I'analyse de bornes dans la perturbation des
chaines de Markov.

m Recherche des bornes pour la distribution stationnaire d’'une chaine de
Markov homogeéne finie en utilisant les méthodes de 'analyse matricielle.
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